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Una vez hecha esta discretizacion espacial
y definiendo C ()= C(jdz1), € error local de
truncamiento espacial de la aproximacién es de
O((4z)?). Laecuacion (1.16) discretizada, se escribe

%[i: —if 4 |—-iir ~ €.} — RC,
_n [de)® .—‘l:ll.!_ll [l_.lilx:l ﬂ-f[qlll|
12 Bz
{124}

i=1,...E

con {; € [#_yi &4 )

Ahora definamos ¢, (t) como lasolucion del
sistema de ecuaciones

{"'.'n A

(1.25)

2
Izlﬂjl—huﬂ{a:,,,l 26, +6-4) -
cj_y) — Rke;

Conj = 1L...L

Lo que se espera es que cuando (4z) sea
suficientemente pequefio se cumpla que ¢ (t) =
C(t, j4z).

Luego, con podemos aproximar la ecuacion
(1.16) de la siguiente manera:

de; D v
G _ D (. et V=¥ (. —
it Rmaz? (CJ+1 2¢; + C;-l) 2Riz (C;+1

¢j-1) — kc;. (1.26)
Llamando
D v
T RAz?’ b= 2RAZ

La ecuacion (1.26) puede escribirse de forma
mas simplificada como

d_t. = a(cje1 — 26+ ¢jog) = B(G41 = ¢j-1) — kg
= (@ + B)cj—1 — Qa + k)c; + (a — B)cjq. (1.27)

Reemplazando j=1 en la ecuacion (1.27), se
obtiene

dcl

— = (a+ B)cyg — 2a+ k)cy + (a — B)cy,

Analogamente, para valores de e j =2 en la
ecuacion (1.27),

% = (a+ By — Qa + ke, + (a — f)ca. (1.28)

Evauando sucesivamente los diferentes valores
dej enlaecuacion (1.27), sellega a dltimo valor,
esdecir, j =L-1,

dep—y

= Ra+k)e_ 1+ (a

= (ﬂ! + IB)CL—Z - - ﬁ)CL- (1.29)

Se obtiene de esta forma un conjunto de L-2
ecuaciones diferenciales ordinarias, que no son
suficientes para determinar las incognitas del
problema para la solucion aproximada en los nodos

delamallaespacial.

Paracerrar e sistemautilizamos |as condiciones
de contorno, dadas por las ecuaciones (1.21) y
(1.22). Al discretizar |as derivadas con una formula
de diferencias centradas en la frontera, van a
aparecer valores de la solucién en los nodos -1 y
L+1,c,yc,,,, dichosnodosdeben ser agregados a
la malla (denominados nodos ficticios) y evaluar la

ecuacion diferencial enlosnodos Oy L.

Mediante la aplicacion del método de diferencias
finitas, que por espacio no se detalla, se obtiene el
sistemade ecuacionesdiferenciales con incognitas

-d.-l.'r - E
== firp — 2y

de
J:’ = (& + Fig-y — RBa+ kg + (e — Bk
f=1..L=1

S = 2oc._, — (g =Ky,

|1'

(1.30)

Si seintroduce el vector ¢, podemos escribir €l
sistema de ecuaciones (1.30) en formamatricial
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Que en forma compacta se representa por

dr:

= M¢c.
dt

B. Esquema explicito

Para encontrar una discretizaciéon completa
de esta ecuacion necesitamos discretizar también
la variable temporal o utilizar un método para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que hemos planteado. Comencemos por
simplicidad considerando el esquema explicito
utilizando el método de Euler [10] y realizando una
discretizacion directa de la derivada temporal por
medio de laférmula de diferencias adel antadas,

deg(t)  ol(n+ 1)4e) - oj(ndt)  ded?cy)
dt At Idti[

Donde. €5 € [nAt, (n + 1)4t].

Por tanto, la ecuacion (1.24) se escribe,

R cj((n+1)ﬂt)—cj(n£|t) a
()

(d )2 (cﬁl(nﬂt) 2¢;(ndt) + ¢j- 1(nﬂt))

~54z (CHl(nAt) — ¢ 1(ndt)) Rkc;(ndt),

Es decir,

C?l+1 — c?l D
R( ! ym 1 ) = a2 (cﬁ,l =2 + c}‘_l)

C;?1—1) — Rkc}.

v
T2z (C;pn -

Evidentemente, esperamos que se satisfaga v,
por lo tanto, a resolver las ecuaciones discretas
anteriores estamos construyendo aproximaciones
a la solucion de la ecuacion original en derivadas
parciales.

. . D v i
Al introducir @ =——, B=5;— setiened
sistema en diferencias del método explicito:

A=l + At(é‘co —2ac}
C;H'l = ¢ + At(a + ﬁ’) Ly — AtQa + k)
+ At(a — B’y cfy
j=1,...,L—-1
Ml = ¢ + At(Ract; — 2a + k)cD).

En formamatricial, se puede escribir como

entl = gn 4 ArMen,

c

A. Esquema implicito

Los esquemas explicitos tienen un coste
computacional pequefio en cada paso de tiempo,
pero, para ser estables, es necesario trabajar con
incrementos de tiempo también pequefios. Un
analisis de estabilidad para esquemas explicitos
[11], a partir de la teoria de |as caracteristicas para
soluciones continuas, lleva a la conclusion que
dichos esquemas, para ser estables, deben cumplir
la condicion de Courant. Dicho lo anterior, debido
a que los esquemas explicitos presentan problemas
de estabilidad no sélo por € tamafio de paso de
discretizacion, sino por larelacion % = r ,donde
es llamado € ndimero de Courant, es decir, para
algunos valores de 4z y At, para evitar este tipo
de problemas se pueden utilizar los métodos
implicitos. Se tiene el sistema en diferencias del
método implicito,

eff = el — delSeftt — 2ac]*h)

eff m et = Ar(a + B)cH + Ar{2a + k)
—dtla — Bl

jml.L=-1

ef = et + AeQRael ! — (2a + k)Pt
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Lo que se puede evidenciar ahoraesque calcular
losvaores en un punto del espacio y en un instante
de tiempo implica utilizar los valores de en otros
puntos del espacio en el mismo instante, por 1o que
se debe resolver en cada paso de tiempo un sistema
de ecuaciones que engloba las variables en todos
los puntos del espacio en ¢f*%j = 1. L.

El esquemaimplicito es de laforma,

(F = AtM )L = F1

Los esquemas implicitos tienen la ventgja sobre
los esquemas explicitos que son incondicionalmente
establesindependientementedelospasos y elegidos.

D. Esguema de Crank-Nicholson

Otra posibilidad, si se quiere aproximar la
derivada temporal con mayor precision, es utilizar
la regla de medio paso implicita para resolver e
sistema de ecuaciones semidiscreto, asi obtenemos
el denominado esquema de Crack-Nicholson [9],
[12] paralaecuacion de conveccidn-dispersion

o(£o) - 22

At 2 Ard /
+E{i‘;;l — 25+ fj“—;)
2\ Az’
% E|- |".ITl1__:1 = _;‘_‘_‘11 + E;lr.l =) ITFI:"I.
s £4x iz
Rk
_?{HHH + I._llll:]_

Como laregla de medio paso implicita tiene un
error de truncacion de orden O((At)?), se mejora €l
comportamiento respecto alos esquemas anteriores
gue eran de orden O((At), por lo cual, el error de
truncacion del esquema de Crank-Nicholson es

= 00(4t)* + (dz)*).
El esqguema de Crank-Nicholson es de laforma

{f—i—IM}F‘“ = |:F+%!M:|E’*,

El esquema de Crank-Nicholson es
incondicionalmente estable [12], [13],
independientemente delos pasos 4z y At elegidos.

IV. RESULTADOS NUMERICOS DE LA
ECUACION CONVECCION-DISPERSION

En este apartado se presentan los resultados
numéricos obtenidos con los esquemas explicito
e implicito. Para la simulacion numérica que se
presentan en este capitul o, se utilizan los valores de
los pardmetros que se presentan en la Tabla 1 [6].
Que constituyen un problema tipico de transporte
de pesticida en un columna de suelo. Esto
permitird evaluar el funcionamiento de los métodos
propuestos en este tipo de problemas.

Tabla 1. Valores de |os parametros paralas
simulaciones [1]

Par ametro Valor Unidades
I variable m
K, 0.100 m? kg
T, 100 d
0 0.40 -
vo 0.0125 m d*
D, 4x10°% m? d?
a 0.005 m
o 0.01 -
p 1400 kg m®
0.34 -

Fuente: Elaboracion propia.

La Figura 2 muestra la simulacién del modelo
bajo los esquemas explicito e implicito, con
At =0.05 (dias), tiempo final T para 2, 5y
20 dias, Az=0.0001m VY € espesor de la capa
anadida | =0.01m. Como se puede evidenciar,
los resultados varian levemente, sin embargo, €l
esquema implicito resulta ser estable para todo
valor de los parametros de discretizacion.

Capitulo X11, pp. 126 de 128, ISBN 978-958-52397-5-3



